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1第1章 導入：研究背景と目的
量子力学は、プランク定数が小さくなるにつれ漸近的に古典力学に近づくことが知られ
ているが、トンネル効果や波動関数の動的局在といった純粋に量子力学的な現象など、古
典力学には存在しない現象が存在する。また、カオス的な古典力学系に対応する量子力学
系（量子カオス系）ではそのカオス的特徴がいかに顕在化するかについて、多くの未解明
の問題がある。現在のところ、量子カオス系を古典力学の言語で解析するのに有効な唯一
といえる手段は半古典論である。実際に量子カオスの研究では半古典論を拠り所として議
論が進められている。ここでいう半古典論とは、経路積分表示の確率振幅のプロパゲータ
に対して寄与の大きい古典軌道とその 2次のゆらぎを考慮し、定常位相近似を施したもの
を指す。しかしながら、半古典プロパゲータは、位相空間内のラグランジュ多様体の折れ
曲がり点（火点）において振幅が発散し、近傍でその近似が破れることが知られている。
また、鞍点として取るべき古典軌道が複数あるとき、原理的にはそれら全ての和をとる必
要があるが、それらが古典軌道に沿った作用の意味で十分に離れていない場合、古典軌道
間の干渉が発生し、半古典近似の有効性は失われる。カオス系における半古典近似の妥当
性はいわゆるエーレンフェスト時間 (t  log(1=~))で破綻すると言われているが、これは、
カオス系において、干渉が起こるような古典軌道が指数関数的に増加するためであり、妥
当かつ自然な予想である。ところが、Tomsovicらは、コヒーレント状態表示の半古典論
をカオス系に適用することにより、カオス系の半古典論がエーレンフェスト時間を超えて
有効であることを示し、多くの人が信じていた素朴な予想が誤りである可能性を指摘した
[2, 3, 4]。Tomsovicらは論文の中で、多様体の囲む面積がプランクセルの大きさ以下にな
り、古典軌道の相関が強く、鞍点の独立性が破れる領域で半古典近似は破れるものの、初
期状態の最小波束の中心を多様体上で適当に選べば、エーレンフェスト時間を超えて半古
典近似が有効であると主張した。さらに、多様体上で半古典近似が有効である領域の割合
を表す指標を導入し、各時刻でのその指標のプランク定数に対するスケール則を議論した。
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本論文では彼らの指標の妥当性を、馬蹄型条件を満たす面積保存エノン写像を用いて検
証した。その結果、Tomsovicらの指標によると、理想馬蹄極限においては，彼らが主張
する時間スケールを超えて、半古典近似はいつまでも有効であるという結論を得た。さら
に、位置表示ならびに運動量表示の半古典近似の有効性についても調べた。その結果、初
期には指数関数的に、あるいはそれ以上の速度で半古典論有効領域が減少するのに対し
て、ある時刻を境にその速度は急激に遅くなることがわかった。また、そのような速度の
変化の理由を明らかにした。
本論文は強いカオス系に限っての解析であったため、この事実はカオス系一般に通じる
とは限らないことも分かった。特に、理想的な馬蹄力学をもつカオスが強い場合よりも、
カオスが弱くなり、火点の種類が増えた状況のほうがむしろ半古典近似が破綻するタイム
スケールが短くなることが示唆されたことは重要である。このことは、従来の半古典近似
の有効性の議論には全くなかった視点であり、今後の研究の大きな課題となる。本論文で
は、２章で半古典近似とその破綻について準備し、３章で写像系や数値計算についての紹
介、４章で結果と考察、５章で結論を述べる。
3第2章 準備
以下では量子力学を経路積分の方法 [5, 6]で記述する。よく知られるように，経路積分
法は，積分を与える測度の収束性が保証されていないなど数学的な基礎付けが十分でない
ところはあるが，形式上，シュレディンガー形式，ハイゼンベルク形式と等価な定式化を
与え，量子力学の記述法として広く用いられている。一般には多自由度系についても導入
されるものであるが、以下一自由度系に限る。2.1、2.2節でまず連続時間の経路積分とそ
の半古典近似を示す。次に 2.3節では写像系の導出を経由し、2.4節で量子写像系のプロ
パゲータを導出する。さらに、2.5節で半古典近似の破綻する様子を概観し、最後に 2.6節
でコヒーレント状態表示の経路積分を紹介する。
2.1 経路積分
波動関数  についての時間に依存する Schro¨dinger方程式
H = i~
@ 
@t
(2.1)
H = T + V =
1
2
p2 + V =  ~
2
2
@2
@q2
+ V (2.2)
(m = 1)の下で、 
H   i~ @
@t

G(t; t0) =  i~(t  t0) (2.3)
を満たすようなG(t; t0)を、座標空間におけるプロパゲータ（グリーン関数）と呼ぶ。ハ
ミルトニアン演算子Hが時間に依存しないのであれば式 (2.3)は形式的に解くことができ
て、t > t0で
G(t; t0) = exp

  iH(t  t0)
~

(2.4)
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となる。t0 = 0としても一般性を失わないので以下そのように置く。位置座標表示のプロ
パゲータは
G(q; q0; t) = hqjG(t) jq0i = hqj e iHt=~ jq0i (2.5)
と書ける。ここで、 = it=~と置き、
e H = (e H=N )N (2.6)
から経路積分を導く。関係式
e H=N = e (T+V )=N  e T=Ne V=N (2.7)
を利用すると、式 (B.5 )が
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
hqf j (e H=N )N jqii (2.8)
と書き換えられる。ここに完全系 R dqj jqji hqj jを入れると
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z
dq1    dqN 1
N 1Y
j=0
hqj+1j e T=Ne V=N jqji (2.9)
ただし、q0 = qi、qN = qf ポテンシャル演算子は V = V (q^)なので
e V=N jqji = jqji e V (qj)=N (2.10)
次に、運動量状態の完全系 R dp jpi hpjを入れると
hqj+1j e T=N jqji =
Z
dp hqj+1j e T=N jpi hpjqji
=

1
2~
Z 1
 1
dpe p
2=2Neip(qi+1 qi)=~ (2.11)
ガウス積分を実行して
hqj+1j e T=N jqji =

N
2~2
1=2
e N(qj+1 qj)
2=2~2 (2.12)
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を得る。これらを合わせて
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z
dq1    dqN 1

N
2~2
N=2

N 1Y
j=0
exp
"
 (qj+1   qj)
2N
2~2
  V (qj)
N
#
(2.13)
となる。ここで、 = t=N とすると
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z
dq1    dqN 1

1
2i~
N=2
 exp
"
i
~
N 1X
j=0

1
2

qj+1   qj

2
  V (qj)
#
　 (2.14)
よりプロパゲータが得られる。多重積分と極限操作は、qiと qf をつなぐ経路のプロパゲー
タへの寄与を全ての経路について足し合わせるということを意味する。これを象徴的に、
G(qf ; qi; t) =
Z (qf ;t)
(qi;0)
Dq()eiS[q()]=~ (2.15)
と書く。ここで
S[q()] =
Z t
0
L(q(); _q(); )d (2.16)
はラグランジアン Lの経路 q(t)に沿った作用積分である。
2.2 半古典近似
半古典近似とは、経路積分の方法で得られたプロパゲータに対し定常位相近似 (付録A
参照)を施したもので、今の場合、~! 0の極限で、式 (2.15)の経路積分表示のプロパゲー
タへの寄与の大きい古典経路とその二次の揺らぎまでを考慮した近似である [6]。ここで
式で与えられたプロパゲータに対して半古典近似（付録B参照）を行うと
G(qf ; qi; t)  GSC(qf ; qi; t) =

i
2~
1=2X
 
 @2S @qf@qi
1=2 eiS =~ (2.17)
が得られる。このプロパゲータはヴァンヴレックプロパゲータと呼ばれる。 についての
和は時間幅 tで qi と qf とを結ぶ全ての古典軌道の和、S  は各古典軌道に沿った作用で
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ある。
2.3 写像系
一般の力学系は微分方程式で表現されるが、たとえば 2自由度の場合、解軌道が存在す
る位相空間 (q1; q2; p1; p2)の次元は 4になる。今、ハミルトン系を考えている場合エネル
ギー保存則により解軌道は 3次元超曲面上に縛られる。しかしこのままでは解曲線の様子
は捉えづらいので、ポアンカレ写像というものを考えることがある。ポアンカレ写像とは、
解軌道と横断的に交わる面 (ポアンカレ断面)上の点の変換を与える写像である。これによ
り 2自由度ハミルトン系は、比較的解析しやすい平面での写像に還元することができる。
図 2.1: ポアンカレ断面の概念図。文献 [7]より転載。本論文では x ! q1; y ! q2として
いる。
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今、以下のようなハミルトニアンをもつ物理系を考える。
H(q; p; t) =
p2
2
+ V (q)
X
n
(t  nT ) (2.18)
ここで第 1項は運動エネルギー、V (q)はポテンシャルエネルギーである。この系はポテ
ンシャル項のデルタ関数により、一定の周期 T で撃力が働くような系であるため、周期撃
力系と呼ばれる。ハミルトンの正準方程式は
dq
dt
=
@H
@p
= p (2.19)
dp
dt
=  @H
@q
=  @V (q)
@q
X
n2Z
(t  nT ) (2.20)
となる。この系の自由度は 1であるが、ハミルトニアンが時間に依存しているため、時間
tを配位空間の一成分として拡大配位空間 ~q = (t; q) = (q0; q1)を考える。解軌道のパラ
メータを  とし、 での微分を 0（プライム）で表すと、拡大配位空間の各成分の微分は
q0
0
=
dq0
d
= t0 (2.21)
q1
0
=
dq1
d
=
dq1
dt
dt
d
= _q
dq0
d
= _qt0 (2.22)
となる。作用積分を考えると、Z t
0
L(q; _q; t)dt =
Z 
0
L(q0; q1;
q1
0
t0
)
dq0
d
d
=
Z 
0
L(q0; q1;
q1
0
t0
)q0
0
d (2.23)
となるので、右辺の被積分関数を拡大配位空間のラグランジアン ~L(~q; ~q0)  L(q0; q1; q10=t0)q00
と見なす。共役な運動量 ~p = (p0; p1)はそれぞれ
p0 =
@ ~L
@q00
=   @L
@q1
_q1 + L =  H (2.24)
p1 =
@ ~L
@q10
=
@L
@ _q
(2.25)
で定義され、拡大相空間は (q0; q1; p0; p1)の 4次元になる。ここで、拡大空間のラグラン
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ジアン ~L(~q; ~q0)は拡大空間のパラメータ  に陽に依存しないので
~H =
X
i=0;1
@ ~L
@qi0
qi
0   ~L =

p0 +
@L
@ _q
_q   L

q0
0
= (p0 +H) q
00 = 0 (2.26)
となる。ここで、最後の等号は、式 (2.24)を使った。つまり、運動は p0 =  H なる 3次
元超曲面に限定され、拡大相空間は (q0; q1; p1) = (t; q; p)の 3次元となる。そのため 2自
由度ハミルトン系の時と同様にポアンカレ断面を考える。
図 2.2: 周期 T でのポアンカレ断面（左図）と対応するポアンカレ写像による点の軌跡（右
図）。文献 [7]より転載。
ここでは周期 T ごとに解軌道との交点をとり、この断面上での写像を構成する。微小
時間 を用い、撃力を受ける直前の時刻を nT   として、正準方程式を 1周期 T（区間
(nT   ; (n+ 1)T   )）について積分をする。まず式 (2.20)についてZ (n+1)T 
nT 
dp
dt
dt =
Z (n+1)T 
nT 
 @V (q)
@q
X
n
(t  nT )dt (2.27)
撃力は t = nT のときにのみ加わるので
p((n+ 1)T   )  p(nT   ) =  @V (q)
@q

q(t)=q(nT )
(2.28)
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次に、式 (2.19)はZ (n+1)T 
nT 
dq
dt
dt =
Z (n+1)T 
nT 
p(t)dt
=
Z nT+
nT 
p(t)dt+
Z (n+1)T 
nT+
p(t)dt (2.29)
2行目の第 1項の区間で撃力を受け、第 2項の区間では外力は加わっておらず自由運動を
しているため運動量は一定 (p = p((n+ 1)T   ))であるから第 2項の積分を実行して
q((n+ 1)T   )  q(nT   ) =
Z nT+
nT 
p(t)dt+ p((n+ 1)T   )T (2.30)
となる。ここで ! 0とし、q(nT ) = qn、p(nT ) = pn、T = 1と置くと
qn+1 = qn + pn+1 (2.31)
pn+1 = pn   @V (q)
@q

q=qn
(2.32)
以上により式 (2.18)のハミルトニアンを持つ微分方程式系（連続力学系）に対応する写像
系（離散力学系）が得られる。
2.4 量子写像系のプロパゲータと半古典近似
以下では、上で導入した離散写像系の量子力学を考える。連続時間の量子力学と同様
に、時間に依存する Schro¨dinger方程式を満たすハミルトン演算子 H^の下で、時刻 nの状
態ベクトルを時刻 n+ 1の状態ベクトルに移す時間発展演算子を U^ とおくと、
jn+ 1i = U^ jni (2.33)
となり、座標表示の波動関数  n(q) = hqjniは U^ を用いて
 n+1(q) = hqjn+ 1i = hqj U^ jni
=
Z
dq0 hqj U^ q0 
q0jn = Z dq0 hqj U^ q0 n(q0) (2.34)
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となるので、hqj U^ jq0iは q0の波動関数から qの波動関数への 1ステップのプロパゲータ
であると言える。ここで、q = qn+1; q0 = qnとおくと、U^ = e  i~ T^ (p)e  i~ V^ (q)なので
hqn+1j U^ jqni =

i
2~
1=2  @2
@qn+1@qn
S(qn+1; qn)
1=2
eiS(qn+1;qn)=~ (2.35)
S(qn+1; qn)は qnから qn+1への古典軌道の作用である。
この時、状態 jq0iから状態 jqniへの nステップのプロパゲータは
hqnj U^n jq0i =
Z
  
Z
dq1dq2    dqn 1 hqnj U^ jqn 1i    hq2j U^ jq1i hq1j U^ jq0i (2.36)
と表すことができる。半古典プロパゲータは式 (2.36)の多重積分に定常位相近似（~! 0）
を施して得ることが出来る。まず 2ステッププロパゲータ
hq2j U^ jq0i =

i
2~
Z
dq1

@2S(q2; q1)
@q2@q1
@2S(q1; q0)
@q1@q0
1=2
ei[S(q2;q1)+S(q1;q0)]=~ (2.37)
について定常位相近似を行う。停留点の条件により
@
@q1
[S(q2; q1) + S(q1; q0)] =  p1(q2; q1) + p1(q1; q0) = 0 (2.38)
となるが、この条件は q1が、q0から q2を結ぶ古典軌道上にあれば満たされる。そのため
この条件を満たす点を q1 = qc1と置く。次に、連続系の場合と同様に（付録B参照）、定常
位相近似によって前因子の分母に作用の二階微分が現れるため、2ステップのプロパゲー
タの振幅因子は、式 (2.37)の振幅因子とあわせて264 @2S(q2;q1)@q2@q1 @2S(q1;q0)@q1@q0@2
@q21
[S(q2; q1) + S(q1; q0)]

q=qc1
375
1=2
(2.39)
となる。この時 [  ]1=2の中身の分母は、式 (2.38)と連鎖率によって
@2
@q21
[S(q2; q1) + S(q1; q0)] =   @
@q1
[p1(q2; q1)  p1(q1; q0)]
=   @
@q0
p1(q2; q1)
@q0
@q1
+
@
@q0
p1(q1; q0)
@q0
@q1
=
@
@q0
p1(q1; q0)
@q1
@q0
=
@2
@q0@q1
S(q1; q0)
@q1
@q0
(2.40)
第 2. 準備 11
となる。ただし、p1(q2; q1)は q0に依らないため二行目の第一項はゼロである。これによ
り式 (2.39)の振幅因子の中身は
@2
@q2@q1
S(q2; q1)
@q1
@q0

q=qc1
=
@2
@q2@q0
S(q2; q0)

q=qc1
(2.41)
ここで、二つの古典経路に沿った古典作用は、それぞれの経路に沿った作用の和で表せる
ため
S(q2; q
c
1) + S(q
c
1; q0) = S(q2; q0) (2.42)
を使った。以上により 2ステップのプロパゲータ
hq2j U^n jq0i =

i
2~
1=2  @2
@q2@q0
S(q2; q0)
1=2
eiS(q2;q0)=~ (2.43)
が得られる。これを繰り返し行うことにより nステップのプロパゲータは
hqnj U^n jq0i =

i
2~
1=2  @2
@qn@q0
S(qn; q0)
1=2
eiS(qn;q0)=~ (2.44)
となる。ただし、一般には停留点の条件を満たす古典軌道は複数存在するため、その全て
についての和を取って
hqnj U^n jq0i =

i
2~
1=2X
 

@2
@qn@q0
S (qn; q0)
1=2
eiS (qn;q0)=~ (2.45)
となる。 についての和は停留条件を満たす全ての古典軌道についての和を表す。
2.5 半古典近似の破綻
2.5.1 半古典近似に寄与する古典軌道
ここでは座標表示の場合を考える。座標表示の半古典プロパゲータで古典軌道として取
るべきものは、時間 tで、始状態 q = qiと終状態 q = qf をつなぐ古典軌道である。その
ため、始状態として位相空間上に q = qiに初期点を置くと、それを時間 tだけ時間発展さ
せた点の集合（多様体）と q = qf との交点が求める軌道である（図 2:3）。ここで二つの
問題が発生する。それは多様体の座標軸方向の折れ曲がり点での問題とその近傍での問題
である。
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q = qi
Map
q = qf
q = qf
図 2.3: 始状態 q = qiと終状態 q = qf とをつなぐ古典軌道。時刻 tの位相空間では、初期
状態を時間発展した多様体と q = qf との交点になっている（右図）。
2.5.2 折れ曲がり点での半古典近似
古典力学の解軌道は位相空間内で多様体上をハミルトンの正準方程式に従って動いてい
る。式 (2.17)(および式 (2.45))において、古典作用 Sは正準変換の生成関数であるため
@S(qf ; qi)
@q
= pf (2.46)
となる。そのため半古典プロパゲータの振幅因子 @2S=@qf@qiは
@2S (qf ; qi)
@qf@qi
=
@pf
@qi
(2.47)
となり、これは位相空間内の多様体 p = p(q)の q方向の傾きにあたる。そのため位相空間
内において多様体が q方向に折れ曲がる点では傾きの大きさが無限大 (図 2.4)となり、プ
ロパゲータの振幅因子が発散してしまう。また次小節での議論から半古典近似の破れはこ
の点の近傍に集中する。このような点は幾何光学からのアナロジーで焦点（focal points）
または火点（caustics）と呼ばれている（本論文では統一的に火点と呼ぶことにする）。
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q
p
@p@q  =1
@p@q  =1@p@q  =1
図 2.4: 時間発展した多様体 (黒実線)の折れ曲がり点 (火点)においてその傾きの大きさが
無限大となり、半古典プロパゲータの振幅因子が発散する。
2.5.3 火点近傍の古典軌道の独立性：位相空間上における古典作用の差 [1]
（始点と終点の一致する）二つの古典軌道についての和を取ると仮定し、その古典作用
をそれぞれ S1、S2とすると、プロパゲータは、振幅因子を省略して
GSC = e
iS1=~ + eiS2=~ (2.48)
となるが、確率分布は jGj2 = GGで与えられるため、干渉項 ei(S1 S2)=~が現れる。この
干渉項は作用の差S1 S2が ~に比べて非常に大きい時、振動積分の打ち消し合いにより消
える。このため古典軌道が独立であるためにはその作用の差が大きくなくてはならない。
では、位相空間上で作用の差はどのように与えられるのか、以下ではそれを示す。
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図 2.5: 文献 [1]から転載。本論文では x! q、!  としている。
Cを  2 [0; 1]で媒介変数表示される位相空間上の有向曲線とし、C、q = q(0)、q = q(1)、
p = 0で囲まれた部分の面積をAとする（時計回りを正とする）。そして、Cが写像 T に
よって写された曲線をC 0、C 0、q = q0(0)、q = q0(1)、p = 0で囲まれた面積をA0とする。
ここで、S(q0; q)を生成関数とすると、
dS(q0; q)
d
=
@S(q0; q)
@q0
dq0
d
+
@S(q0; q)
@q
dq
d
= p0
dq0
d
  pdq
d
(2.49)
となり、両辺  で積分すると
S = S(q0(1); q(1))  S(q0(0); q(0)) =
Z 1
0
p0
dq0
d
d  
Z 1
0
p
dq
d
d
=
Z q0(1)
q0(0)
p0dq0  
Z q(1)
q(0)
p dq (2.50)
このとき式 (2.50)の最右辺は上で定義した面積であることがわかる。そのため
S = A0  A (2.51)
となる。
今、初期状態は q = 0と置いているので面積Aはゼロ、よって二つの古典軌道間の作用の
差は写像後の曲線が囲むA0の面積に等しい。そのためC 0を一つの鞍点から火点を通って
第 2. 準備 15
もう一方の鞍点に至る曲線（多様体の一部）とすると、結局、鞍点の間の古典作用の差は
多様体と q = qf が囲む領域の面積となる。
q
q = qf
A0 =
O1
O2
C
q
q = qf
S 0
 
O1
C
q
q = qf
S 00
O2
C
図 2.6: 一方の鞍点!火点!もう一方の鞍点という経路（O2 ! C ! O1）の作用（位相
空間上の面積）A0は、(火点!一方の鞍点（C ! O1）の作用) (火点!もう一方の鞍点
（O2 ! C）の作用)= S0   S00に等しい。
Tomsvicらは論文 [4]の中で、相平面上で多様体の囲む面積が ~以下になるような鞍点
は独立性が保たれておらず、正確な半古典近似を与えない、というルールを area-~ ruleと
呼んでいる。そのため本研究でもこれに則り半古典近似の有効性の判断を行う。
~
q
q = qf
破綻領域
図 2.7: 火点近傍の多様体と終状態 q = qtが囲む領域。囲んだ面積が ~になる領域を以下、
半古典論破綻領域（あるいは単に破綻領域）と呼ぶ。
2.5.4 エーレンフェスト時間
本論文では量子カオス系を考えたいので、まず古典的カオス系の簡単な説明を行う。古
典カオス系の本質は、馬蹄型写像と呼ばれる写像に集約される。馬蹄型写像とは、カオス
の発生機構である引き伸ばしと折り畳みの操作を行う写像である。引き伸ばしにより初期
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状態の長さは指数関数的に増加し、また折り畳みによって多様体の折れ曲がりも指数関数
に増えていく。馬蹄型写像以外の、一般のカオス系においても引き伸ばしと折り畳みの倍
率などは様々に異なるが、それらの操作が指数関数に行われるという点においては共通し
ている。
q0
q1
q1
q2
q2
q3
q3
q4
図 2.8: 馬蹄型写像による時間発展の様子。左から順に、初期状態!1回写像!2回写像
!3回写像。
一方、量子力学ではエーレンフェストの定理により、波束の中心は古典力学に対応した
振る舞いを見せる [8]。一般の系において、初期波束は時間とともに広がり古典系との対
応は見られなくなる。量子力学的な波束と古典軌道との対応が見られなくなる時間はエー
レンフェスト時間と呼ばれている。対応する古典系にカオスが生じる場合には波束はどの
ように古典軌道を追随するのだろうか。
カオス系において、位相空間上で初期にqp  ~の広がりを持つ波束は、古典軌道と
同じように写像によって時間とともに etという倍率で引き伸ばされ、折り畳まれる（
は系に依存する値）。この時、波束の幅の最大の長さを l(t)とすると、時間発展の初期に
は、波束は古典軌道と同じように長さを増していく。しかし隣り合う古典軌道の距離が
O(
p
~)以下になってしまうような時間スケールで、波束は不確定性関係により古典軌道を
判別できなくなる。そのため、波束の幅の成長は飽和する（図 2.9）。このことから、この
時間スケール以降では量子系と古典系の間の対応が崩れているといえる。つまり、量子古
典対応が崩れる時間スケールは、古典軌道の位相空間上での長さ l(t)が波束が古典軌道を
追随できなくなるような長さを超える時間であり (l(t) const:)、引き伸ばしは指数関数
的に起こる (l(t)  ~et)ため、その時間スケールは、~et  const:, t 1 log(1=~)と
なる。そのため、カオス系において量子古典対応が崩れる時間スケールは tE  log(1=~)
と言われている。
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図 2.9: アーノルドの猫写像（カオスを示す写像の一つ）での量子波束の時間発展の様子。
この写像では折りたたむ代わりに、それぞれ q = 0と q = 1、p = 0と p = 1を同一視し
ている。つまりトーラス上の写像である。文献 [13]より転載。
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以上の、火点の近傍では半古典近似が破れる領域が存在する、という事実と、有界なカ
オス系では、引き伸ばしと折り畳みが繰り返し行われるため、時間とともに位相空間上の
火点の数が指数関数的に増大するという事実を組み合わせて考慮すると、エーレンフェス
ト時間の時間スケール tE  log(1=~)で半古典近似が破れる領域が位相空間上に指数関数
的に増えていくということになる。そのため、半古典近似が有効性を失う時間スケールも
エーレンフェスト時間だと信じられていた。しかし Tomsovicらは論文 [3]の中で、コヒー
レント状態表示の経路積分を適用すれば、エーレンフェスト時間を超えて半古典論は有効
であると主張した。
2.6 コヒーレント状態表示の経路積分 [9, 10]
2.6.1 コヒーレント状態
コヒーレント状態とは位相空間上での広がりの幅が最小であるガウス波束であり、中心
を (qc; pc)にもつコヒーレント状態を jqc; pc; iと表すと、その位置座標表示は
hqjqc; pc; i 


1=4
e (q qc)
2=2+ipc(q qc=2)=~ (2.52)
で与えられる。コヒーレント状態は、幅に関係なく以下のような性質がある。
hpi = hqc; pc; j p^ jqc; pc; i (2.53)
hqi = hqc; pc; j q^ jqc; pc; i (2.54)
これは、コヒーレント状態の平均の位置と運動量が、幅に関係なく qc、pcとなるという
ことである。波束の中心は位相空間全体を移動し、コヒーレント状態は位相空間全体を覆
う。コヒーレント状態の完全系の関係は
1
2~
Z Z
dpcdqc jqc; pc; i hqc; pc; j = 1 (2.55)
となる。積分は qp平面全体にわたるものである。
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2.6.2 経路積分と半古典近似
コヒーレント状態は過剰完備であるので、座標表示で行ったように時刻 0から tまでの
間を無限個にわけ、そのすべての状態にわたる積分によって経路積分を構成することがで
きる。プロパゲータは
G(qf ; pf ; t; qi; pi; 0) = hqf ; pf j e iHt=~ jqi; pii (2.56)
で与えられる。これは中心 (qi; pi)と (qf ; pf )にもつ二つの最小波束間の遷移振幅である。
さらに、半古典近似は
GSC(qf ; pf ; t; qi; pi; 0) =
X
 
A e
iS =~ (2.57)
と与えられる。ここで、 についての和は始状態と終状態をつなぐすべての複素古典軌道
についての和であるが、このとき複素古典軌道 (q(); p())は
q =
@H
@p
(2.58)
p =  @H
@q
(2.59)
の複素解であるため、端点 (q(0); p(0))、(q(t); p(t)) は、それぞれ実平面上の点 (qi; pi)、
(qf ; pf )を中心とする複素数平面上の点となる。S は複素古典軌道に沿った作用である。
実平面上での (qi; pi)から終状態 (qf ; pf )をつなぐ古典軌道は、始状態を (qi = 0; pi)とす
ると、古典軌道の終状態 (qf ; pf )はそれを時間発展させた多様体上の点そのものである。
本論文では、実際にコヒーレント状態表示の半古典近似を計算するわけではないのでこれ
以上の詳細は記さない。
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(qi; pi)
Map
(qf ; pf )
(qf ; pf )
図 2.10: 始状態 (qi; pi)と終状態 (qf ; pf )とをつなぐ古典軌道。時刻 tの位相空間では、初
期状態を時間発展した多様体上の点が終状態そのもの（右図）。
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第3章 半古典近似有効領域の定義および計
算法
本研究ではカオスを示す系の中で、最も単純でかつその振る舞いが詳細に調べられてい
る面積保存エノン写像 [11, 12]を解析に用いた。また、位相空間内のカオス以外の影響を
排除するために、馬蹄条件（後述）を満たす（系が強いカオスを示すような）パラメータ
を主に選んだ。さらに、初期状態を q = 0とし、それを時間発展させたラグランジュ多様
体の様子を観察した。まず 3.1節では上に述べた写像の紹介を行う。続く 3.2節では、位
相空間上で多様体が囲む面積が古典作用の差を与えることを示し、実際の数値計算での相
平面上の多様体が囲む領域の面積の計算方法を紹介する。最後に 3.3節で Tomsovicらの
考案した半古典近似有効領域の定義を示す。
3.1 面積保存エノン写像
本研究では、カオス系における半古典近似の有効性を検証するために、カオスの発生機
構が単純であるエノン写像を使用した。式 (2.32)において V (q) =  q3=3  cqと選び、適
当な線形変換によってエノン写像Ha;b : R2 7! R2
Ha;b :
0B@ q
p
1CA 7!
0B@ a+ bp  q2
q
1CA (3.1)
が得られる。
エノン写像は多項式自己同型写像のうち自明でない力学系の標準形であり、よく研究さ
れている写像系である [11, 12]。量子力学を構成するために 2自由度ハミルトン系を考え
たいので、面積保存の条件を課す (jbj = 1)。具体的には以下の計算では b =  1としてあ
る。そのため実質的に可変なパラメータは aのみであり、以下では添字 bを落としてただ
Haと書くことがある。また、パラメータとしては系が馬蹄力学系に相当するような aに
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ついて計算した。
馬蹄力学系とは、その不変集合が 2進記号力学系と共役であるような力学系のことであ
り、カオスの生成機構を最も単純に具現化した力学系である。エノン写像はそのパラメー
タを変えることによって弱いカオス系から馬蹄力学系までをつなぐ写像になっていること
が知られている。具体的には a = 5:699より大きければ馬蹄力学系に相当する [12]。
図 3.1: 面積保存エノン写像により時間発展された位相空間内の多様体。エノン写像のパ
ラメータ a = 6:0、b =  1:0で初期状態 q = 0を 5回 iterationした状態
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3.2 火点近傍の多様体が囲む領域の面積：数値計算の方法
火点近傍の多様体と q = qf によって囲まれる面積を数値計算によって求めたが、実際の
数値計算では有限個の点を扱っているため積分をする代わりに以下のような方法をとった。
Step 1 　初期状態を時間発展させた多様体上の火点 (緑色)(dq=dp = 0である点)を見つけ
る。実際の計算ではq(i) = q(i)   q(i 1)の符号が変わる点を火点とする。q(i)は多
様体を表す点列の i番目の点の q座標。
火点
Step 2 　各火点について、火点とそれに隣接した 2点（青色）で三角形を作り、その面積
を計算する。
Step 3 　面積が ~に達していればそこで計算は終了。達していない場合新しい三角形を
作りその面積を足す。これを、足し上げた面積が ~に達するまで繰り返す。
3.3 半古典近似有効領域の割合：Fp
Tomsovicらは論文 [3]で、式 (2.32)においてV (q) = k cos (q)と選んだ標準写像（Standard
Map）について、火点近傍の半古典論破綻領域を取り除き、初期状態に引き戻した部分の
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初期状態全体に対する割合（Fp）について考察している。
q
p
Inverse Mapping
q
p
図 3.2: 写像された多様体上 (図左)での半古典論破綻領域と初期状態に引き戻した (図右)
ときの半古典論破綻領域 (赤色)。図の右の黒色の線分の全長に対する割合が Fpにあたる
もの。
Tomsovicらは、火点近傍の多様体のうちその作用の差が ~以下になるような軌道が入っ
てしまうような領域を半古典近似破綻領域として、多様体から除いて Fpを計算している。
図 3.3: log j logFpjの log ~依存性のグラフ。文献 [3]より転載。論文中の他の記述との整
合性から、グラフの縦軸は間違いで、正しくは log j logFpjだと思われる。グラフの上に
行くほど Fpの量は小さい。
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図 3.3から、Fp  exp( A~1=3)であり、また Fpは自身の長さに比例した分減っていく
という考察から微分方程式
 dFp
dt
= B~1=3Fp (3.2)
を導出している。これを解いて Fp  exp( B~1=3t)となるため、半古典近似の破綻のタ
イムスケール（Fpの半減期）は t  ~ 1=3となりエーレンフェスト時間 (t  log(1=~))を
超えると主張している。しかし図 3.3のグラフのみからでも明らかなように、Fp は時間
に対して単調に減少していない。このことから前者 (Fp  exp( A~1=3))はともかく後者
(微分方程式)の論理の正当性は疑うべきところがある。
本論文では、面積保存エノン写像についてこれに対応する量を計算する。ここで使用し
た写像による初期状態 (q = 0)の時間発展は図 3.4のようになっている。図 3.4の右列の
模式図で、左上と左下の折れ曲がり部分は実際のエノン写像では、時間とともに非常に長
く引き伸ばされる。以下の計算では最大の時間ステップでも位相空間内の模式図左上に対
応する折れ曲がりが範囲内に入るような枠を設定し、以下の計算は枠内の多様体について
行った。
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t = 2
t = 3
t = 4
図 3.4: 左列：初期状態 q = 0の時間発展の様子。非常に長く引き伸ばされ、枠の外に出て
いる部分は、右図の模式図と同じような形状をしており、枠内の多様体と一つにつながっ
ている。右列：エノン写像による時間発展の模式図 (馬蹄型写像による時間発展)。
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第4章 数値計算の結果と考察
4.1 多様体上の火点
本論文では一貫して初期状態を q = 0上の  l  p  lの範囲に初期点を置き、それを
時間発展させた多様体の様子を観察した。lはパラメータごとに、枠内で多様体が途切れ
ないような長さを選んだ。いくつかのパラメータ、時間ステップで多様体の様子を観察す
ると、多様体上に発生する火点は対応する馬蹄形写像での発生場所で 3種類に分けること
が出来る。
t = 2 t = 3
t = 4
図 4.1: 馬蹄形写像での多様体の時間発展と火点のタイプの対応。エノン写像も同様の機
構（折れ曲り方）で時間発展していく。タイプ 1：緑色　タイプ 2：青色　タイプ 3：赤
色。それぞれのタイプの個数は発生後、1! 2! 4、と倍々で増えていく。
発生する時系列順に
タイプ 1 最も右側 (q > 0)にできるもの。
タイプ 2 上記以外で上半面 (p > 0)にできるもの。
タイプ 3 下半面 (p < 0)にできるもの。
また、それぞれのタイプの火点は発生後それぞれで倍分岐している様子が確認できる (図
4.3)。エノン写像の位相空間での火点もこれに対応している (図 4.2)。
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図 4.2: a = 6:0; t = 5の時の多様体（青線）と火点（赤丸）。3種類の位置に火点が出現し
てるのが見られる。
ただし、パラメータによってはこのタイプ分けが意味をなさないほど多様体の時間発展
が複雑で、火点の発生場所が予見できないものもある (図 4.4)。一般には全てのパラメー
タに通じたものを論じるべきであるが、本論文ではエノン写像のパラメータ aを、観察す
る時間ステップ内で上記タイプ分けが可能なほど十分大きくとって数値計算をした。この
時、馬蹄条件は十分満たされている。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.3: 上のタイプ分けが意味を成している例。a = 6:0の t = 2  7の時の多様体と火点
の発生の様子。それぞれのタイプの個数は発生後、1! 2! 4! 8、と倍々で増えていっ
ている。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.4: 上のタイプ分けが意味を成してない例。a = 4:0の t = 2  7の時の多様体と火点
の発生の様子。それぞれのタイプの領域を超えて火点が発生している。
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4.2 Fpの時間およびプランク定数依存性
4.2.1 計算結果
上で定義した Fpについて、エノン写像のパラメータが a = 15:0と a = 6:0の時の時間
発展を数値計算を行った。その結果が以下のグラフである。
図 4.5: a = 15:0の時の log j logFpjの log ~依存性。引いてある直線は傾き 1=3。
図 4.6: a = 6:0の時の log j logFpjの log ~依存性。引いてある直線は傾き 1=3。
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図 4.5および 4.6は縦軸に log j logFpj、横軸に log ~を取っている。Fpは定義上 0  Fp 
1であるため、グラフの上側ほど Fpは小さい。グラフから、
(1) a = 15:0では、Fpは t = 2! 3のタイムステップで減少し、その後はほとんど変化し
ていない。
(2) a = 6:0では、t = 2! 3と 4! 5で Fpは減少し、それ以外で変化はない。
ということが読み取れる。どちらのパラメータでもある程度の時間ステップ以降は Fpの
変化が見られない。この現象についての考察は次節で行う。
4.2.2 考察
まず Tomsovicらの論文でも主張されている log j logFpj vs. log ~のグラフでの傾きにつ
いて考察する。
火点
~
Q
P
P0
 P0
Q0
Q = P 2
図 4.7: 火点 (qf ; pf )が原点になるように平行移動した座標 (Q;P ) = (q   qf ; p   pf )で、
多様体が囲む面積が ~になるような運動量座標が P = P0。
ある一つの火点 (qf ; pf )の近傍について多様体が二次関数Q = P 2は原点をある火点
に取った座標)で近似できるとすると、それとQ = Q0 = P 20 (= const)の囲む面積が ~に
なる時 Z P0
 P0
P 20   P 2dP = ~ (4.1)
を解いて P0 = (3~=4)1=3となる。初期値集合をを I0と置くと、写像Haによる像 In =
Hna I0について、火点近傍の面積が ~になるような領域を囲む部分集合を Bnとする。こ
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の時、B0 = H na Bnが初期状態に置ける破綻領域であるが、今、各火点の近傍が二次関数
で近似できるという仮定を置いているため、多様体を引き戻した際の B0の長さは P0に
比例する。火点によって折れ曲がり方（）は異なるが、どのような であってもその和
は P0に、つまり ~1=3に比例している。Fpはこれを除いた割合なので Fp = 1 A~1=3こ
こでA~1=3  1のとき、1 A~1=3  exp( A~1=3)(= Fp)となり、
Fp = exp( A~1=3)) logFp =  A~1=3 ) log j logFpj = 1
3
log ~+ logA (4.2)
が導かれる。以上により図 4.5、4.6に 1=3の傾きが現れる。
次に Fpの時間依存性について考察を行う。時間ステップに伴い、位相空間内の多様体
に発生する火点は倍々で増えていく、つまり火点に付随する破綻領域の個数も倍々で増え
ていく。また、発生する破綻領域の長さは同タイプの火点についてはおおよそ同程度であ
る。つまりその長さの合計は倍々で増えていく。しかし、時間ステップとともに、多様体
の全長も倍々に引き延ばされているので、それらの破綻領域の”多様体に全体おける割合”
は、火点の種類が増えない限り、ほとんど一定である。この考察をもとに位相空間の様子
(図 4.8、4.9)と Fpのグラフを比較しながら見てみると、
(1) a = 15:0ときには t = 2! 3の時に火点の種類が増えていて
(2) a = 6:0ときには t = 2! 3と 4! 5の時に火点の種類が増えており
Fpのグラフをみると同じタイミングでのみ量がシフトしている。
つまり、十分にカオスが強く、エノン写像が馬蹄形写像と対応していると見なせる時に
はこの指標で見る限り、半古典論は火点の種類が増えない限りいつまででも有効であるこ
とになる。一方、馬蹄条件を十分に満たしているパラメータ以外では、一般に火点の発生
は上のタイプ分けには当てはまらず、位相空間上様々な領域に新たな種類の火点が発生す
る。そのため、付随する半古典論破綻領域の増大は止まらず、半古典論は、馬蹄条件を十
分満たすようなパラメータに比べて速く破綻することが予想される。最終的には一般の場
合についての議論が必要であるが、まずは理想的にカオスが発生する場合での議論を確立
することが肝要である。そのため、以降の計算では特に言及されない限り、観察している
時間ステップ内ではタイプ 1と 2の火点しか現れないようなパラメータ (例えば a  15:0)
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.8: a = 15.0の t = 2  5の時の多様体と火点の様子。2! 3でタイプ 2が現れ、それ
以外では新たなタイプの火点は現れていない。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.9: a = 6:0の t = 2  7の時の多様体と火点の様子。2! 3でタイプ 2が現れ、4! 5
でタイプ 3の火点が現れている。その後はそれぞれのタイプが倍分岐している。
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について数値計算を行う。
4.3 座標表示および運動量表示半古典近似の有効領域
前節の Fpはコヒーレント状態表示経路積分の半古典論についての量、つまり位相空間
内の多様体に沿った量である。また、半古典近似有効領域がいつまでも残り続けるという
結果は、半古典近似は時間とともにいずれ破綻するであろうという予想とは異なる。その
ためこの指標は、位置座標（および運動量座標）表示プロパゲータの半古典近似の破綻を
論じるのに適当であるかは明らかではない。ここでは、位置表示の半古典プロパゲータ
hqnj U^n jq0i =

i
2~
1=2X
 

@2
@qn@q0
S (qn; q0)
1=2
eiS (qn;q0)=~ (4.3)
およびそのフーリエ変換で与えられる運動量表示の半古典プロパゲータ
hpnj U^n jp0i =

i
2~
1=2X
 

@2
@pn@p0
S (pn; p0)
1=2
eiS (pn;p0)=~ (4.4)
に対する半古典近似の有効性を、それに対応した指標をもって検討する。
4.3.1 座標表示の半古典有効領域
位相空間上で定義した半古典近似破綻領域を位置座標方向に射影した領域を位置座標表
示の半古典近似破綻領域とし、多様体を観察している枠の座標軸上の範囲を全体として、
そこから破綻領域を除いたものを位置座標表示の半古典近似有効領域とする。
~
q
q = qf
位置座標表示の
破綻領域
図 4.10: 位相空間上の半古典近似破綻領域（位相空間上の赤色の領域）と位置座標表示の
半古典近似破綻領域（座標軸上の赤色の区間）。
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エノン写像のパラメータ a = 20:0の下で、固定した ~に対し、時間発展に伴う半古典
有効領域の変化の様子を計算した。位置座標表示の半古典有効領域の時間変化の様子を位
相空間上の多様体とともに表したものが図 4.11である。観察している枠内での枠の位置
座標長に対する半古典有効領域の割合を Vq として、いくつかの ~について、その時間変
化をプロットした（図 4.12）。どの ~でもある程度の時刻から急激に減速し、その後、ほ
とんど飽和している。また。その時刻は ~小さくすると後ろにずれていく。
t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.11: a = 20:0の t = 2  5の時の多様体と破綻領域 (赤色)とその位置座標射影 (位置
座標軸上の赤色)。位置座標軸に平行に描かれている帯のうち青色の部分が本節で定義し
た半古典有効領域。
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図 4.12: a = 20:0のときの log j log Vqjの時間依存性。t = 2! 3のジャンプはタイプ 2が
増えたことによるもの。プロットの色の違いは ~の違い。
4.3.2 運動量表示の半古典有効領域
位置座標表示と同様に運動量表示の意味での火点近傍について同様の計算をした。その
結果、運動量表示でも定性的には同様な結果が現れた。このことから、今観察している量
に現れている現象は少なくとも本研究で使用している写像系においては表示によらず起こ
るものであることがわかる。次節での考察は座標表示によるものに限るが、運動量表示で
も同様の機構であると推察される。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.13: a = 20.0の t = 2  5の時の多様体と破綻領域 (赤線)とその運動量座標射影。t = 2
での折れ曲がりは運動量方向については火点でないためカウントされない。
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図 4.14: 運動量表示の半古典有効領域の時間変化。位置座標表示と同様にある時刻で速度
が急激に落ちほとんど飽和する。
4.3.3 考察
座標表示の半古典近似の破綻領域は、多様体の折れ曲がりによって発生する破綻領域を
射影した区間の和集合によるものであるが、その長さは ~に、固定した ~の中では火点
のタイプの曲率に依存する（同タイプのものの曲率はあまり変わらない）。位相空間上の
多様体の形状や図 4.11を見る限り、位置座標表示の破綻領域は、タイプ 1よりもタイプ
2の火点によるもののほうが大きく、有効領域の時間的推移に主に寄与しているのはタイ
プ 1の火点ではなくタイプ 2の火点であると考えられるため、以下ではタイプ 2の火点に
ついての考察を行う。ただし寄与が小さいだけでタイプ 1でも同様の考察が行うことがで
きる。
時間方向の成長を考察すると、タイムステップに対して火点は倍分岐していく（そのよ
うな条件を満足するような，十分強いカオスが発生するパラメータを設定している）が、
ある一つのタイプの火点が分岐していく様子を多様体の時間発展とともに考え、分岐した
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火点を特定するために、図 4.15のように 2進法記号に対応した番号をつける。
0
00 01
000 001 010 011
図 4.15: タイムステップに対しての火点 (緑色)の分岐の様子と各火点の番号付け。どのタ
イプも発生後は、火点の個数が時間とともに倍に増えていくため同様の番号付けを行うこ
とが出来る。
この時、n回分岐後に一番右の位のみ異なる二つの火点、つまり同じ火点から分岐した
二つの火点を（n回）分岐ペアと呼び（この時、注目しているタイプの火点は全部で 2n個
存在し、n回分岐ペアは 2n 1個存在する）、n回分岐ペア間の距離の全てのペアでの平均
を lc = lc(n)とする (nはあるタイプの火点が発生した時刻を 0とした時の時間)。なぜ、分
岐ペア間の距離のみを考えるかというと、他のペアの点との距離よりも分岐ペア間の距離
のほうが短く、以下の考察により、破綻領域の成長に真っ先に影響がで出るのは分岐ペア
においてだからである。lcを計算すると図 4.16のようになる。片対数グラフでプロット
が傾き負の直線に乗っているため火点の分岐幅 lcは
log lc   t+  )　 lc  e t (4.5)
となり、時間とともに指数関数的に小さくなっていく (ただし は系のパラメータに依る、
数値計算によって得られる値)。
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図 4.16: log lcの時間変化。ただし lcは初期状態 q = 0をパラメータ a = 20:0のエノン写
像で時間発展させた時に発生するタイプ 2の火点についての平均。
~を固定した時、タイプ 2の火点近傍の半古典論破綻領域の位置座標方向の長さ l~は、
図 4.7などから l~ = P02  ~2=3つまり、~によって決まる。この時、時間発展を進めて
いくとある時間を境に以下のような二つの状況が順に発生する。
l~
l~ l~
lc
bifurcation
l~
l~ l~
lc
bifurcation
図 4.17: タイムステップに対しての火点 (緑色)とそれに付随する半古典近似破綻領域 (赤
色)の分岐の様子。図左：(1)lc > l~図右。：(2)lc < l~
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(1) lc > l~
（固定した ~についての）破綻領域も火点の倍分岐に伴って倍々で増えていく。(各
火点での破綻領域の増加分) = l~。
(2) lc < l~
分岐した火点間の距離が侵害領域の長さを超えないようなタイムステップに入ると、
位置座標（または運動量座標）への射影に関して侵害領域の重複が起こるためその成
長速度は著しく低下し、以降、分岐による火点間の距離はステップごとに短くなっ
ていく。(各火点での破綻領域の増加分) = lc。
以上により (2)のタイムスケールに入った後、破綻領域は毎ステップごとに lcに比例する
速度でしか成長せず、lcは指数関数的に小さくなっていくため、全体の成長速度も減少し
ていく。実際の数値計算の結果は上の考察をよく再現している。また、上の考察は分岐
ペアの破綻領域が重複し始める時刻を境にした考察であるが、他のペアの火点とも 2重 3
重に重なる時、毎ステップごとの破綻領域の成長は lc よりも小さくなり、その速度はさ
らに遅くなる。ここで l~ = P02  ~2=3より、~! 0の極限で破綻領域はゼロに近づき、
半古典近似が破綻するのは火点上のみとなる。このとき座標表示で半古典近似が破綻する
か否かは、火点が座標軸に関して、観測している区間について稠密であるか否かによる。
本論文ではこのことに関しての力学系の観点からの解析は行っていないが、これが critical
なものであるとすればさらに研究する必要がある。
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第5章 結論
本論文では、時間領域半古典近似が破綻するタイムスケールを強いカオスを示す写像系
（面積保存エノン写像）について調べた。時間領域の半古典論はエーレンフェスト時間で破
綻すると長く信じられてきたが、それを超えて有効であることを示すTomsovicらの報告は
多くの人を驚かせた [2, 3, 4]。Tomsovicらは、定常位相近似の破綻を計量する指標を導入
し、位相空間内のコヒーレント状態表示の半古典論はエーレンフェスト時間 (t  log(1=~))
より長時間 (t  ~ 1=3)で有効であるという結果を得た。Tomsovicらの研究は標準写像に
対して行われたが、本論文では、カオス発生についてより単純な状況をもつエノン写像に
ついて半古典近似破綻の時間スケールについての考察を行った。その結果、半古典論が有
効な時間スケールの ~依存性 (Fp  exp( ~1=3))は確認されたが、Tomsovicらの主張する
半古典論の破綻する時間スケール、すなわち、t  ~ 1=3というタイムスケールは、位相
空間上の火点の種類が時間と共に増大するという性質を系が持っていない限りは実現しな
いことが明らかになった。本研究で調べた理想カオス系については、その限りではなく、
その意味で、Tomsovicらの結果は今後、詳細な検討が必要なものであることがわかった。
また、表示を替えて、位置表示および運動量されたプロパゲータに対する半古典近似の有
効性についての考察も行った。その結果、時間発展の初期には指数関数的、あるいはそれ
以上の速度で変化し、ある時刻を境に変化の速度は急激に遅くなることが分かった。ただ
し、半古典近似有効領域が残り続けるという現象に対する今回の考察は、カオスが強い場
合に限られるものであり、カオスが弱い系では火点の発生機構が複雑となるため、破綻領
域の重複はカオスが強い場合のようには起こらず、より早く有効領域が減少するというこ
とが予想される。このように、理想的な馬蹄力学をもつ、カオスが強い場合よりも、カオ
スが弱くなり、火点の種類が増えた状況のほうがむしろ半古典近似が破綻するタイムス
ケールが短くなることが示唆されたことは重要である。このことは、従来の半古典近似の
有効性の議論には全くなかった視点であり、今後の研究の大きな課題となる。
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付録A定常位相近似
f(t);  (t)をなめらかな実数値関数であるとして、積分Z 1
 1
f(t)ei (t)dt (A.1)
を考える。ここで は大きいパラメータである。パラメータ が大きいことにより、 (t)の
変化に伴って被積分関数は激しく振動し、積分への寄与が打ち消し合う。この時 0(tS) = 0
となるような点 tS（このような点を停留点と呼ぶ）を考えると積分の寄与は停留点の付近
で大きいことがわかる。 (t)を停留点の周りで 2次の項まで展開すると、f(t)の変化が
t = tS の周りで穏やかであれば積分は、Z 1
 1
f(t)ei (t)dt 
Z tS+
tS 
f(t) exp

 (tS) +
@ 
@tS
(t  tS) + 1
2
@2 (tS)
@t2
(t  tS)2

dt
 f(tS) exp( (tS))
Z tS+
tS 
exp

1
2
@2 (tS)
@t2
(t  tS)2

dt (A.2)
となる。この時停留点以外では積分の寄与がないため、再び積分範囲を ( 1;1)にとり
ガウス積分を実行して漸近展開を得ることができる。
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付録B半古典近似：ヴァンヴレックプロパ
ゲータ
本文中で得られた式 (2.15)のプロパゲータ
G(qf ; qi; t) =
Z (qf ;t)
(qi;0)
Dq()eiS[q()]=~ (B.1)
に対して、定常位相近似を施し、ヴァンヴレックプロパゲータを導出する。
古典軌道では一次の変分がゼロになるため、式 (2.16)を古典軌道 q(t)の周りで 2次まで
展開すると
S[q(t)] = S[q(t)] +
S
q

q=q
(t) +
1
2!
2S
q2

q=q
2(t)
= S[q(t)] +
1
2
2S
q2

q=q
2(t)
= S[q] +
1
2
2S 2 (B.2)
となるため、プロパゲータは
G(qf ; qi; t) 
Z (qf ;t)
(qi;0)
Dq()ei(S[q]+ 12 2S 2)=~ (B.3)
となる。ここで、q(t) = q(t) + (t)、さらに端点条件 (t) = (0) = 0を考慮すると、式
(B.3 )の積分の指数の古典経路についての作用は積分の外に出すことができて
G(qf ; qi; t) = e
iS[q]=~
Z (0;t)
(0;0)
D exp

i
~
1
2
2S 2

(B.4)
 eiS[q]=~ ~G(0; t; 0; 0) (B.5)
となる。このプロパゲータに対し、ラグランジアンを L(q; _q) = _q2=2  V (q)とすれば、
2S = _2   @
2V (q)
@q2

q=q
2 (B.6)
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である。ここで、区間の離散化によってプロパゲータを書き直す。dq1    dqN 1 = d1    dN 1
や、
@2V (q)
@q2

q=q
=
@2V (q(t))
@q2

q(t)=q(t)
(B.7)
を考慮すると、
~G(0; t; 0; 0) = lim
N!1
Z
d1    dN 1

1
2i~
N=2
 exp
"
i
~
N 1X
j=0

1
2

j+1   j

2
  @
2V (q(t))
@q2

q(t)=q(tj)
2j
#
　 (B.8)
と書き表すことが出来る。ただし、tj = jt=N である。以下では、簡単のため、
cj  c(tj)  @
2V (q(t))
@q2

q(t)=q(tj)
(B.9)
と置く。ベクトル
 =
0BBBBBBBB@
1
2
...
N 1
1CCCCCCCCA
(B.10)
を定義すると、式 (B.8 )の指数関数の肩は
 T (B.11)
と書ける。Tは の転置行列を表し、は
 =
1
2~i
0BBBBBBBBBBBBBBB@
2  1
 1 2  1 O
 1 2  1
. . . . . . . . .
O  1 2  1
 1 2
1CCCCCCCCCCCCCCCA
+
i
2~
0BBBBBBBBBBBBBBB@
c1
c2 O
. . .
O
cN 1
1CCCCCCCCCCCCCCCA
(B.12)
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である。これにより
~G(0; t; 0; 0) = lim
N!1

1
2i~
N=2 Z
de 
T (B.13)
と書くことが出来る。をユニタリ行列 U で対角化すると、Z
de 
T =
Z
de 
TD =
N 1Y
k=1
r

k
=

N 1
2p
det
(B.14)
ただし、 = U 1DU、 = Uである。ここで、D は対角化されているため、この積
分はそれぞれガウス積分であるので、ゼロ固有値を持たないとすれば、二つ目の等号が成
り立つ。ここまでで、
~G(0; t; 0; 0) = lim
N!1
"
1
2i~
N N 1
det
#1=2
= lim
N!1

1
2i~
 1
(2i~)N 1 det
1=2
(B.15)
と書き表すことが出来た。そこで
g(t; 0)  lim
N!1

(2i~)N 1 det

(B.16)
さらに、
pN 　 (2i~)N det (B.17)
と定義すると、pj についての漸化式
pj+1 = (2  2cj+1)pj   pj 1; j = 1; 2;    ; N   1 (B.18)
が得られる。ただし、p0 = 1、p1 = 2  2c1とする。この式を
pj+1   2pj + pj 1
2
=  cj+1pj (B.19)
と書き直し、! 0（N !1）とすれば、これは g(t; 0)についての微分方程式
d2g
dt2
=  c(t)g(t; 0), d
2g
dt2
+ c(t)g(t; 0) = 0 (B.20)
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に相当し、その初期値は ! 0（N !1）で、
g(0; 0) = p0 ! 0 (B.21)
dg(0; 0)
dt
= 

p1   p0


! 1 (B.22)
となるため、g(t; 0)はこれを解いて得られる。
ここで、式 (B.20 )は古典力学の運動方程式 (m = 1)
q +
dV (q)
dq
= 0 (B.23)
を時間微分して得られる微分方程式
v +
d2V (q)
dq2
v = 0 (B.24)
と同形である。ただし _q = vである。vと g(t; 0)はいずれもこの方程式を満たすが、g(t; 0)
についての初期条件は一般に課せられるものではないため、ロンスキアン
W (t) = v(t) _g(t; 0)  _v(t)g(t; 0) (B.25)
を考える。vと g(t; 0)はともに微分方程式 (B.20 )を満たすので、 _W (t) = 0、つまりW (t) =
const:である。そのため、
v2
d
dt
g
v

= v2

v _g   _vg
v2

= const: = v(0)
) d
dt
g
v

= v(0)
1
v
(B.26)
となり、これを両辺 tで積分して
g(t; 0) = v(t)v(0)
Z t
0
1
v2(t0)
dt0 (B.27)
を得る。ここで、v(0) = vi; v(t) = vf ; q(0) = qi; q(t) = qf と置き、右辺の積分の積分変数
を qに変えると、dt=dq = v 1より、
g(t; 0) = vfvi
Z qf
qi
1
v3(q0)
dq0 (B.28)
次に、古典力学において _q=2+V (q) = Eとすると、古典作用はラグランジアンL = T V =
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2T   Eの時間微分であるため (T は運動エネルギー)、
S =
Z t
0
L dt =
Z t
0
( _q   E)dt0 =
Z qf
qi
p
2(E   V (q0))dq0   E  t (B.29)
となる。この時、
@S
@qf
=
q
2(E   V (qf )) (B.30)
@2S
@qi@qf
=
@
@qi
(
q
2(E   V (qf ))) =
s
1
2(E   V (qf ))
@E
@qi
=
1
vf
@E
@qi
(B.31)
となる。ここで、
t =
Z t
0
dt0 =
Z qf
qi
1
_q0
dq0 =
Z qf
qi
s
1
2(E   V (qf )) (B.32)
0 =
@t
@qi
=   1
vi
  @E
@qi
Z qf
qi
dq0
(2(E   V (q0))3=2 (B.33)
であることに注意して、v2=2 + V (q) = E , v =p2(E   V (q)であるため、
@E
@qi
=  

vi
Z qf
qi
dq0
v3(q0)
 1
(B.34)
が得られ、
@2S
@qi@qf
=  

vfvi
Z qf
qi
dq0
v3(q0)
 1
(B.35)
となる。式 (B.28 )と式 (B.35 )を比べると
g(t; 0) =  

@2S
@qi@qf
 1
(B.36)
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であることがわかる。以上により
~G(0; t; 0; 0) = lim
N!1
"
1
2i~
N N 1
det
#1=2
= lim
N!1

1
2i~
 1
(2i~)N 1 det
1=2
=

1
2i~
 1
g(t; 0)
1=2
=

1
2i~


  @
2S
@qi@qf
1=2
=

i
2~

 @2S@qi@qf
1=2 (B.37)
であることがわかる。これと式 (B.5 )により
G(qf ; qi; t)  GSC(qf ; qi; t) =

i
2~
1=2  @2S@qf@qi
1=2 eiS=~ (B.38)
が導出される。さらに、停留条件を満たす古典軌道が複数存在すればその全てについての
和を取り
G(qf ; qi; t)  GSC(qf ; qi; t) =

i
2~
1=2X
 
 @2S @qf@qi
1=2 eiS =~ (B.39)
となる。
